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15.1　今回の改訂
前回の改訂で廃止された数学 Cが新しい学習指導要領で戻って来ることになった．現
行では数学Ⅲに統合されている複素数の単元と曲線に関する単元に加え，数学 Bに置か
れているベクトルも数学 Cに移ることになり，数学活用系の単元と合わせて盛り沢山な
内容となっている．どの単元にどのくらいの力を入れて扱うかは，多くの場合，今後の大
学入試での扱われ方によって左右されることになるであろう．大学側の態度の公表を注視
したい．
その如何に関わることなく，曲線に関する単元は高校数学の本流とされる微積分との関
連も深く，一時期を除いて常にいずれかの科目に含まれており，高校段階で扱うべき教材
である．微積分とは趣が異なり，その先の世界の広さを生徒に感じさせる重要な単元であ
る一方，教師にとって教材に対する事前の知識が必ずしも充分とは言えない面がある．教
科書に記された内容に限れば充分に把握できているが，「このようなことが知られている」
というような知識について，それを調べる問題が節末や章末問題の中に散らばっていたり，
コラムとして紹介され証明が省略されていたりして，授業で扱う機会を経て初めて知識が
蓄積するものが多くある．本来担当教員が当然知っていなければならない知識であり，こ
の連載の前回で扱った離心率に続いて同じ 2次曲線の話題になるが，今回はより基本的な
内容に立ち戻り，教科書の内容を扱った後で 2次曲線の良く知られた知識を生徒に説明す
るためのなるべく明快な方法をまとめておきたい．
15.2　焦点の性質
放物線を軸の周りに回転してできる凹面鏡（放物面鏡）に向けて軸と平行に進んできた
光線が当たるとその反射光が焦点に集まる．このことは楕円や双曲線の場合についても類
似の性質があることも合わせて教科書のコラムなどで紹介されている．多くの場合，パラ
ボラアンテナなど身のまわりの現象が併記されたり，「良く知られている」という表現な
どでまとめられていて，その場での証明はなされていない．そういった事実を単元の導入
で話す場合であれば「詳しい話は後で」と期待をもたせて構わないが，いずれひと通り教
科書の内容が済んだ段階ではちゃんと扱うべきであろう．反射した点から焦点までの距離
が準線までの距離と等しいことから，焦点に集まる光の位相がすべて同じであることも併
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せて添えるべきことである．
また，楕円や双曲線の導入で次のような同心円を用いて，2つの焦点からの距離の和が
一定である点の軌跡（楕円）と，差が一定である点の軌跡（双曲線）をかいてみせると，
それら 2つの曲線が直交するのではないか，ということに気づく．生徒自身に気づかせて，
その証明を考えさせることができればなお良い．なるべく平易な証明を用意しておきたい
が，正面から扱われることは少ないように思われる．
これらは実は 2次曲線の基本的な性質を用いて示されるが，その考察そのものが生徒の
理解を深める教材として大事である．
図 1
15.3　放物線
点 F（ p, 0）を焦点とし，直線 x = -pを準線とする放物線 y2 = 4 pxに対して，曲線上
の点 P（x0 , y0）における接線の方程式が 
y0 y = 2p (x + x0)
であることは，教科書の微分の単元での応用問題などに記されている．
図 2のように接線と x軸との交点を Qとおくと，Qの x座標は -x0となるから，PHと
FQが平行であることと，
QF PF PH= − − = + = = − − = +p x p x x p x p( ) , ( )0 0 0 0
から四角形 PHQFはひし形となり．△FPQと△HQPは二等辺三角形，よって∠FPQ = 
∠FQP = ∠SPTとなり，光源 Sから発せられた光は放物線上の点 Pで反射して焦点 Fに
至ることになる．
この事実を証明する方法は他にもいくつか考えられ，例えば三角関数を用いた計算で
∠PFx = 2∠PQFなどを示すこともできる．これまで学んだことがらの応用として生徒に
考えさせても良いであろう．
79
15.4　楕円と双曲線
2点 F1 （c, 0），F2 （-c, 0） を焦点とする楕円 
x
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y
b
2
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2
2 1+ =  に対して，曲線上の点 P （x0 , y0） 
における接線を とする．F1，F2から接線 に引いた垂線を F1 H1，F2 H2とすると，PF1：
PF2 = F1 H1：F2 H2を示すことができれば，2つの直角三角形△PF1H1と△PF2H2が相似であ
ることになり，従って∠F1PH1 = ∠F2PH2が成り立つから，F1から発せられた光線が楕円
上の点 Pで反射すると F2に至ることが示される．
一方，図 3のように接線 と x軸との交点を Qとおくと，いま証明しようとしているこ
とは が△F1PF2の外角∠SPF1の二等分線であることを意味するから，PF1：PF2 = QF1：
QF2が成り立つことと同値である．
図 2　
図 3　
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接線 の方程式は x x
a
y y
b
0
2
0
2 1+ =  であるから，Qの x座標は 
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 となる．このとき 
△QF1 H1と△QF2 H2は相似であり，その相似比は
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であることを考えると，式変形によってこれらが直接結びつくかもしれない，という 1つ
の見通しが得られる．実際，
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が示された．ゆえに F1から発せられた光線は，楕円上の点 Pで反射して F2に至る． 
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F1P + F2Pが一定だから，集まる光の位相はすべて同じである．
上に示した式変形は，教科書の最初のところで楕円の図形的な定義から方程式の標準形
を導く計算をしっかりと把握していればさほど難しいものではなく，数学を専門に学びた
い者のみならず多くの生徒に対して求めたい計算力である．その先の応用問題を解くため
の準備として経験させておきたい．教科書に記された結論を覚えるのではなく，自ら公式
を導く力が，問題を解く基礎的な計算力にそのままつながるということを感じさせる．
双曲線については次の図 4のようになる．楕円とほぼ同様の方法で示されるので，生徒
に考えさせるのにちょうど良い練習である．
なお図 4では，Sから発した光線が右側の分枝の凹面に反射して F1に達しているが，
左側の分枝の凸面に反射した場合でもやはり F1に至ることはすぐに分かる．
15.5　焦点を共有する楕円と双曲線の接線について
冒頭の同心円の図から読み取れるように，焦点を共有する楕円と双曲線の交点における
それぞれの接線は直交する．この事実は，これまで上に見てきた光の反射についての楕円
と双曲線の図を重ねることでごく簡単に説明できる．図 5において Sは F2Pの延長上の点
とする．F1から発した光が Pで楕円の接線 1に反射して F2に至ることから
∠F1PQ = ∠F2 PR = ∠SPQ.
同様に F1から発した光が Pで双曲線の接線 2に反射して Sに至るから
∠F1PT = ∠F2PT.
ゆえに∠QPT = ∠RPTとなり，2つの接線 1，2は直交する．
図 4　
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この事実の証明を焦点から発せられた光に関することとは別に証明することは可能であ
る．が，予備知識なく計算で証明するのは，パラメータが多く高校生にはなかなか困難で
ある．また，複素数平面に持ち込んだ証明も知られており，複素関数の初等的教科書であ
る［2］に記載されている複素有理関数を用いた方法は，扱い方を考えれば高校の教材とし
ても興味深い．この稿で紹介した方法は，教科書のコラム等に記されていることがらの延
長であり，基本的であるために改めて説明される機会がないものであるが，教師の側とし
ては合わせて知っておくべきことであろう．
15.6　楕円の 1 つの焦点を遠ざける
教科書のコラムなどに円錐曲線の話がある．円錐を斜めの平面で切ったときの断面は切
る平面の角度によって楕円，放物線，双曲線と変わる様子が図で示される場合が多い．実
際に空間図形として円錐面の方程式を求め，平面による断面の方程式を求めることも可能
であるが，そのためには空間における方程式などの準備が大変である．そこでやや簡略的
に，楕円の 1つの焦点を無限遠に遠ざけることで放物線が得られるかどうかを実際に計算
で確かめてみよう．
楕円の標準形 x
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2 1+ =  において a > bとし，2つの焦点を (±c, 0)とする．この楕円
 
を x軸方向に aだけ平行移動して原点 Oを通るようにすると方程式は ( )x a
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なる．p = a - cとおけば，2つの焦点は F1 ( p + 2c, 0)および F2 ( p, 0)であり，c2 = a2 - b2
を用いて
b2 = a2 - c2 = (a - c)(a + c) = p ( p + 2c)
図 5　
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であることから楕円の方程式は
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となる．この式を y2 = … の形に変形し，右辺において c ® +¥とした極限を求めること
になる．少し工夫が必要であるが，ややまとまった時間をかけて生徒に考えさせると不定
形の極限の演習になる．予想した通りの解答が得られることが新鮮な驚きである．
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であるから，極限は y2 = 4 pxとなる．
図 6　
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この連載の前回と前々回の稿で，「理解を深めることについてのメモ」として下記の私
見を記したが，ある対象を「理解する」ためには，対象の成り立ち（解釈，証明）を把握
することが 1つの方法であることを挙げた．今回の例は，成り立ち（この場合は計算）を
しっかり把握することが，理解を深める（関連することがらを証明する）基礎力となるこ
とを表している．極めて当たり前のことであるが，時間の限られた授業で何を優先するか
の取捨選択を誤らないために改めて認識しておきたいし，教師の側としてもいわゆる良く
知られた事実を改めてきちんと把握することが，自身の理解を深める基礎力となることが
読み取れるであろう．
（前々回のメモ）
一般にある対象を「理解する」ときに重要なのは， 
（1）対象の成り立ち（解釈，証明）を把握する
（2）対象の応用およびその適用される範囲，限界を認識する
ことと考えられ，さらに「理解を深める」というときには
（3）対象に関する既知の理解と異なる見方が示される（新解釈や別証明）
（4）別々と思われていた複数のことがらの間の関係が明らかになる
（5）新たな方向への発展（の可能性）が示唆される
ことが期待される．
参考文献
［1］高等学校学習指導要領（平成 30年告示），文部科学省 HP
［2］函数論入門，一松　信（1957），培風館 新数学シリーズ 3，pp.45−47
